
第十章.常微分方程
 

微分方程的基本概念。
 

在大量的实际问题当中，往往并不能直接地得到所需要的函数，相反，常常能直接得到有关函数的导

函数，或者有关变量的微分，并能建立起这些导函数与微分之间的方程，这就要求我们需要专门讨论通过

这种方程求出所需函数的问题。 

微分方程就是包含未知函数及其导函数的等式。其中出现的未知函数的导函数的最高阶次称为微分方

程的阶。而如果把一个函数及其可能需要的导函数代入方程，就能得到一个恒等式，那么这个函数就是方

程的一个解。 

我们知道一个函数的原函数并不是唯一的，而是一族相差任意常数的函数。作为微分方程的解，同样

一般的解，即所谓通解，是含有常数参数的，即这个参数可以取任意常数，而使得函数都是方程的解，微

分方程的最高阶次是多少，就含有多少个相互独立的常数参数，这些常数参数，任意取值，都是方程的一

个解，称为方程的特解。 

在具体问题当中，常常并不只是要求得到通解，还会给出另外的条件，要求得到特解，这样的条件，

就是定解条件，特别地，有时称为初始条件。 

从几何的角度来看，一个微分方程的通解的函数图象，是一族相互之间可以通过平移而得到的曲线，

称为积分曲线，每一条积分曲线就相当于方程的一个特解。  

? 

可分离变量的一阶微分方程。 

研究微分方程的中心任务就是解方程。而对于微分方程来说，并不存在对于一般形式的方程的一般解

法，而只能针对具体的方程形式研究它的解。  

首先对于一阶微分方程的一般形式  

，

 

如果右边的二元函数可以写成两个变量的各自的函数的乘积的形式，即 

 

的形式，那么这种方程就是最为简单的一阶可分离变量的方程。  

这种方程可以直接通过积分而得到方程的通解： 

，

 

。

 

进一步，如果给出初始条件 

，
 

那么一般可以通过两种方法，求出特解，一是直接把初始条件代入通解而得到C的取值；二是利用初
始条件所给出的特定点（x0，y0），作为解方程时所取积分的下限，直接使用变上限积分而得到特解。 

  

一阶线性微分方程。 

),( yxf
dx
dy =

)()( yhxg
dx
dy =

dxxg
yh

dy
)(

)(
=

Cdxxg
yh

dy
+∫=∫ )(

)(

yxy 00)( =

Page 1 of 5第十章

5/17/2003file://F:\00000\popular\calculus_basic\10.htm



如果一阶方程 的右边的函数为关于y的线性函数，那么就称为一阶线性方程。

 

一阶线性方程的一般形式可以写成 

。
 

其中方程的右边称为方程的自由项。如果自由项恒等于0，则方程称为齐次的，否则为非齐次的。  

首先把齐次一阶方程看成变量可分离方程，得到它的通解为 

。
 

然后利用所谓常数变易法通过齐次方程的通解而得到非齐次方程的解： 

即设常数C为x的函数，使得上面的齐次方程的通解作为一般线性方程的解，反过来求出C（x），最

后，就可以求出一般线性方程的通解为 

 

  

齐次型方程和伯努利方程。 

上面所讨论的是两种最为基本的一阶方程可积类型，我们还可以把其他类型的一阶方程化成这两种基

本类型而得到解。 

如果一阶方程 的右边的函数，对于任意的实数t，都满足

 

f（tx，ty）=f（x，y）， 

那么这种方程就称为一阶齐次型方程。 

对于这种方程只要通过引入一个新的变量 ，就可以把原来的方程化成一阶可分离变量的方程。

 

即f（x，y）可以写成f（1，y/x），使得原方程可以写成 

，

 

然后进行变量替换，得到变量可分离方程 

。

 

有时，如果取x/y为新变量，有可能使得方程更为简单，这需要根据具体情况来加以选择。 

形状为 

 

的方程称为伯努利方程。 

把这种方程两边同时乘 ，再通过引入变量 ，就可以把原方程变换为一个一阶线性方程，

从而得到通解为 

。
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全微分方程。 

对于形式为 

 

的方程，如果还满足条件 

，

 

那么方程称为全微分方程。 

它的通解为 

 

或者是 

，
 

其中（a，b）为定义域内的恰当选择的一点。 

  

可降阶的高阶微分方程。 

上面我们处理了一些典型的一阶方程，一般来说，低阶方程总是要比高阶方程简单，因此对于高阶方

程，我们总是首先希望能够化成低阶方程。 

（1） 类型的方程。
 

这种类型的方程，由于右边为只含x的函数，因此只需要通过n次积分，即可得到通解。通解中，含有

n个常数参数。 

（2）不显含因变量的二阶微分方程。  

如果方程形式为 

，
 

则可以通过变量替换 ，而把原方程变换为一阶方程
 

，
 

如果能够解出这个一阶方程，也就解出了原方程。 

（3）不显含资本了的微分方程。 

如果方程形式为 

，
 

则可以通过变量替换 ， ，就可以把原方程变换为一阶方程

 

，

 

如果能够解出这个一阶方程，也就解出了原方程。 

  

二阶线性微分方程及其解的结构。 
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二阶线性微分方程发一般形式为 

。
 

其中自由项R（x）如果恒等于0，则为齐次的，否则，则为非齐次的。而如果P，Q都是与x无关的常

数，则方程为常系数的，否则，为变系数的。 

一个一般二阶线性方程的解与它相对应的齐次方程的解，具有一定的结构关系，即： 

一般方程的任意特解与相应的齐次方程的通解之和为一般方程的通解。 

因此，对于一般二阶线性方程的解的问题，中心就是它的相应的齐次方程的解的问题。 

关于齐次方程的解，具有很好的结构性质，即 

如果已知线性齐次方程的两个解，那么这两个解的任意线性组合也是方程的解。 

更为一般地，我们可以得到齐次方程的通解的结构： 

如果已知线性齐次方程的两个在区间[a，b]上线性无关的解，那么这两个解的线性组合就是方程的通

解。 

  

二阶线性常系数方程 

特别地，我们仔细讨论一下二阶线性的常系数方程，因为这一类方程在实际问题当中是非常常见的，

又是比较简单，我们能够处理的。 

（一）齐次的情形。 

我们知道齐次的情形是一般情形的基础。 

这种方程的求解关键在于它的特征方程，根据特征方程的解的不同情况，就有不同的微分方程的解，

我们归纳如下： 

对于特征方程 

，
 

（1）如果 ，则特征方程存在两个不同的实根 与 ，这时微分方程存在通解为
 

；
 

（2）如果 ，则特征方程存在两个共轭的复根 与 ，这时微分方程

存在通解为 

；
 

（3）如果 ，则特征方程存在两个相等的实根 ，这时微分方程存在通解为

 

。
 

（二）非齐次的情形。  

我们已经知道了齐次情形的通解，那么由于非齐次方程的通解与齐次方程的通解具有简单的关系，即

只是相差一个非齐次方程的特解，那么剩下的任务，就是求出非齐次方程的一个特解。  

对于自由项为一些特定类型的函数，例如指数函数，正弦函数或者余弦函数，多项式，以及这些类型

的函数的和与积时，可以采用待定系数法进行求非齐次方程的特解。  

（1）自由项 的情形。
 

这时特解为 
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，
 

其中a为特征方程的k重特征根，其中n次多项式Qn（x）的系数可以通过待定系数法得到。 

（2）自由项 的情形。
 

这时特解为 

，
 

其中k为特征方程的根 的重数，其中m次多项式Qm（x）和Rm（x）的系数可以通过待定系数法

得到，m为n和l中间的大数。 
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