
第六章.向量代数与空间解析几何
 

本章内容在本课程当中是单独的一个部分，应该说是属于几何的内容，之所以需要在微积分的课程里

进行单独的讨论，是因为我们在后面学习多元函数的微积分时，必须和这些几何知识发生关系，所谓多元

的函数，从几何意义方面来理解，就是定义域在平面乃至更高维度的空间区域上，这样如果要想得到对于

多元函数的直观几何理解，就必须对于平面乃至更高维度的空间中的几何现象具有一定的知识。 

  

向量。 

向量可以说是几何的最为基本的概念。因为几何对象的两个基本要素：方向和长度，用一个向量就可

以完全表达，从向量的概念出发，可以构造出整个的几何世界。 

由于本课程的限制，我们不从一般的观念出发来展开向量的理论，而是基于直观的，运用向量来表示

的几何当中的有向直线段，来说明我们需要涉及的有限的向量知识。 

我们完全可以把一个向量理解为一根有向直线段，而不会出现任何理论上的错误。基于向量的这种直

观图象，可以定义向量的基本属性。 

首先，我们定义两个向量相等的意思，就是两个向量的大小与方向都相同，对于这里的具体的一种向

量—有向直线段，就是必须长度相等，而方向相同，所谓方向相同，按照几何的意义，就是两根直线段相

互平行，而且指向相同。 

注意，这里初学者常常产生误解的地方，就是认为要求两个有向直线段方向一样，就一定是要求它们

在同一个直线上，或者是相互重合，这是因为还不习惯在一般的空间当中考虑问题，特别是要养成在三维

空间当中考虑几何对象的习惯，记住方向相同，是与这两个向量的空间位置无关的，只要它们所在的直线

相互平行，而指向一致即可。 

在两个向量之间定义加法与减法，就是我们在力学当中以及很熟悉的力的合成的平行四边形法则，当

然这是一种直接的基于几何图象的定义方式，下面我们通过在空间引入坐标，来得到更一般的定义。 

  

空间直角坐标系以及向量代数。 

在空间当中引入坐标的目的，和物理学当中引入单位制一样，是提供一个度量几何对象的方法，首先

一个坐标系必须能够提供方向的定义，使得任意的方向都能够由于坐标系而得到确定与唯一的描述；然后

必须能够提供长度的单位，基于这个单位能够度量空间长度。 

能够满足上面这两个基本要求的坐标系可以有很多的形式，我们经常使用的坐标系就是直角坐标系。 

我们已经强调了一个向量的大小与方向是与它所处的空间位置没有关系的，换一个说法，就是一个向

量在空间进行平移时，不影响它的大小与方向。那么在空间中，对任意一个向量的度量，都可以通过把这

个向量平移到以坐标系的原点为起点的位置，再用它的终点的坐标来表征这个向量的大小与方向。显然，

任意的一个向量，只要是通过平移而处于这种方式，就只会唯一的，而空间中的任意一点在一个这样的直

角坐标系里的标度也是唯一的。因此这样决定的一个向量的坐标也就是唯一的。 

本课程我们主要只考虑三维的情况，因此一个向量可以用一个唯一的坐标来表示，在直角坐标系里，

也就是由三个实数组成的三元组：（a，b，c）。 

基于上面对于唯一性的分析，可以得到坐标表示的向量的相等的含义，就是坐标三元组的分别相等。  

进一步，为了更为方便地度量一般的向量，我们引入单位向量的概念，就是在坐标轴方向上具有单位

长度的向量，在直角坐标系当中，习惯的写法，就是 ， ， ，分别表示在X，Y，Z轴上的单位向量。

按照坐标三元组的写法，就是 

=（1，0，0）；
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=（0，1，0）；
 

=（0，0，1）。
 

然后在直角坐标系当中，就可以应用代数形式来表示向量的运算了。  

首先代数加法，就是三个坐标分别进行代数加法，得到的值，就分别是和向量是三个坐标。 

运用这个定义，就可以很方便地把一般向量写成三个单位向量的线性组合的形式：  

，
 

运用这种形式，就可以很方便地给出向量的运算法则，最基本的运算法则，就是线性运算法则： 

设 ， ，那么对于任意实数m，n，我们有
 

+
 

         = 。
 

既然向量含有方向这个要素，那么如何通过它的坐标来得到直接表达方向的角度度量呢？ 

这里的关键是引入内积的概念。 

一般地我们定义两个向量的内积为它们的三个坐标分别相乘，再相加而得到的一个实数。写成公式，

就是 

。
 

注意，这里使用的是点乘号，而不能使用叉乘号×，因为在向量运算当中，×具有别的定义。 

根据这个定义，不难验证内积满足交换律，结合律以及分配律。 

按照这个定义以及单位向量的坐标表示，可以得到单位向量之间的内积如下：  

；
 

。
 

运用内积还可以表达向量的绝对长度，称为向量的模： 

 

内积的几何意义，就是这两个向量的模的乘积乘以这两个向量的夹角： 

。
 

注意这个等式的左右边的点乘号的含义是不同的，左边的表示内积，而右边的表示一般的实数之间的

乘法。 

从内积的几何意义可以看到，我们可以反过来应用内积来表达向量的方向，也就是向量的方向余弦与

方向角。 

所谓向量 的方向余弦就是它的所谓规范化向量 的三个坐标：

 

= ，
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而这三个坐标所代表的正是规范化向量 分别与三个单位向量之间的夹角的余弦，或者说，正是向

量 与三个坐标轴之间的夹角的余弦，因此通过这三个方向余弦，就得到了相应的方向角，也就是向量

与三个坐标轴之间的夹角。
 

不难验证任何向量的三个方向余弦值满足一个关系，就是它们的的平方和为1，反过来，也就是说只

有平方和为1的三个实数，才能构成某个向量的方向余弦。 

进一步，我们可以通过下面的定理证明，体会到内积在描述几何对象的有关方向的性质时，具有重要

的作用。 

两个非零向量相互平行的充要条件是 

；

 

两个非零向量相互垂直的充要条件是 

 

  

两个向量之间还可以定义一种乘法，记成×，即所谓外积，也称为叉积。 

外积同样具有鲜明的几何意义，即两个互不平行的向量的外积的大小等于分别以这两个向量为邻边的

平行四边形的面积，写成公式，就是 

，
 

其中 为两个向量之间的夹角。 

而同时这个外积还具有方向，就是说，两个向量的外积同样是一个向量，外积同时与两个向量相互垂

直，并且按 ， ， 的顺序构成右手系。
 

如果这两个向量相互平行，或者至少有一个向量为零向量，则定义它们的外积为零向量。 

根据对于，可以容易地验证外积不满足交换律和结合律，但满足所谓反交换律，即交换位置后，符号

相反。在不进行交换的情况下，也满足分配律。 

对于单位向量之间的外积，非常有用，希望同学们不仅是记住，还应该从几何的角度加以掌握： 

；
 

。
 

如果应用坐标分量来表示外积，则直接利用上面的外积运算律与单位向量外积运算结果，就可以得到

如下： 

。

 

如果交换两个向量的相乘顺序，就自然地得到： 

    。
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直线与平面的方程以及图形。 

下面我们把向量作为几何对象的基本元素，用来构造基本的几何对象，即平面与直线。 

对于平面，有如下几种构造方程的方式：  

（1）我们可以利用一个几何意义的描述，即与一个给定直线垂直的平面上的所有直线都与这根直线

垂直，而得到平面的所谓点法式方程：  

已知平面通过点（a，b，c），与平面垂直的一条直线的方向数为A，B，C，则这个平面的方程为 

，
 

显然其中A，B，C不能同时为0。 

    （2）如果已知平面在三个坐标轴上的截距为a，b，c，则可以得到平面的截距式方程为 

，

 

显然其中的a，b，c不能有一个为0。 

    （3）如果已知平面通过三点（a，b，c），（d，e，f），（g，h，i），那么可以得到平面的三点式方

程为 

，

 

显然这里的三点必须是不同的三点。 

（4）已知平面的法线的方向角与原点到平面的距离p，可以得到法线式方程： 

 

（5）由点法式方程，我们可以得到平面的一般式方程： 

    ，
 

这里A，B，C仍然可以看成是平面的某个法线的方向数。 

之所以称为一般式，是因为这个方程是三元一次方程的一般形式，可以证明任何平面都可以用三元一

次方程来表示，而任何三元一次方程都可以表示为一个平面。 

这个方程的四个系数可以表达平面的一些位置特征： 

D=0时，平面通过原点； 

A=0（B=0，C=0）时，平面与X（Y，Z）轴平行； 

A=B=0（B=C=0，C=A=0）时，平面与OXY（OYZ，OXZ）平面平行。 

使用一般式方程，给出如下的几何构造： 

对于两个平面之间的相对位置，也就是相对方向，可以完全由它们各自的某个法线向量之间的相对方

向来决定，因此我们可以得到如下有关两个平面相对位置的解析条件。 

（1）     两个平面平行的充要条件是 

。

 

如果 则两个平面重合。

 

（2）两个平面垂直的充要条件为 
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。
 

（3）一般地，如果两个平面的夹角为 ，则夹角的余弦为 

。

 

（4）一点（a，b，c）到平面的距离为 

 

  

对于直线，可以给出如下几种构造方程的方式。 

（1）把直线理解为两个平面的相交部分，得到一般式方程 

。

 

（2）如果已知直线通过点（a，b，c），它的方向数为p，q，r，则得到参数式方程 

。

 

（3）如果已知直线通过两点（a，b，c），（d，e，f），则得到两点式方程 

。

 

（4）已知直线与一个向量 平行，并且直线通过一个矢径 的端点，则得到向量式方程
 

    。
 

运用上面的方程，可以解析地给出如下的几何构造。 

（1）两条直线之间的距离，可以利用直线的向量式方程得到 

。

 

（2）     对于一条参数式方程的直线和一个一般式方程的平面，可以得到它们之间的夹角的正弦为 

。

 

  

旋转曲面的方程。 

平面上任意曲线绕平面上的一条直线旋转，就产生所谓的旋转曲面。  

设YZ坐标面上的一条曲线y=f（z）绕Z轴旋转而产生旋转曲面，这样曲线上面的每一个点的轨迹都是

一个圆，因此可以直接用 来代替曲线方程中的y，就得到了曲面的方程，即
 

= 。
 

这样我们就一般得解决了旋转曲面的问题，如下就是几种典型的旋转曲面： 
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（1）抛物线 绕Z轴所产生的旋转曲面，称为旋转抛物面，方程为
 

；
 

（2）椭圆 绕Z轴所产生的旋转曲面，称为旋转椭球面，方程为

 

；

 

（3）双曲线 绕Z轴所产生的旋转曲面，称为旋转单叶双曲面，方程为

 

；

 

（4）双曲线 绕Y轴所产生的旋转曲面，称为旋转双叶双曲面，方程为

 

；

 

注意对于上面的这种规范形式的方程，还是比较容易辨认的，如果出现经过变形的方程，要想分别它

的类型，就比较麻烦一些，这就要求我们多加练习，不怕麻烦，才能真正掌握它们。 

  

柱面的方程。 

柱面就是一条直线沿着给定的曲线运动，而直线在运动过程当中保持固定不变的方向，这样直线所产

生的曲面，称为柱面，而这条直线称为柱面的母线，曲线称为柱面的准线。 

柱面方程的一个关键特征就是如果母线与Z轴平行，则方程当中不出现变量z，如果母线与其他轴平

行，同样在方程当中就不会出现相应的变量。反过来说，也是成立的，一个退化的特例，就是属于1次方

程的平面方程，就具备这个特征。 

  

锥面的方程。 

联结一点和一条不通过这点的曲线上面任意一点的所有连线，构成一个曲面，称为锥面。那点称为锥

面的顶点，曲线称为锥面的准线。 

一般得，可以利用参数方程建立锥面的方程。  

设原点为顶点，准线方程 

，

 

那么锥面方程为 

。

 

  

二次曲面方程。 
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上面对于曲面的对于总是从构造曲面的几何特征入手，而如果从方程的代数特征来对于曲面进行分类

的话，可以看到曲面之间更为深刻的关系。 

我们把三元二次方程所描述的几何对象称为二次曲面。正是由于我们是从代数的角度出发讨论几何曲

面，因此就不可避免出现对于代数方程有意义，而从几何的角度来看，意义不大的情况，比方说二次方程

出现虚根，这样得到的曲面，我们定义为虚曲面，而对于方程的退化情况，则对应于几何的退化情况。对

此，我们应该仔细分析，以免在讨论问题时，出现遗漏的情况。 

（一）椭球面。 

标准方程为 

，

 

其中a，b，c都大于0，称为椭球的半轴，由于方程只是含有各个变量的平方项，因此曲面关于各个坐标轴

都是对称的。 

    显然球面是椭球面的一种退化情形，这时三个半轴相等。而如果只有其中两个半轴相等，则退化成为旋

转椭球面。 

如果使用一个平行于坐标面的平面作截面法，就是使得一个变量取常数，直接代入，就可以很容易得

看到，得到的是一个椭圆方程。  

（二）单叶双曲面。 

标准方程为 

，

 

其中a，b，c都大于0，由于方程只是含有各个变量的平方项，因此曲面关于各个坐标轴都是对称的。 

如果取a=b，则退化为旋转单叶双曲面。 

从方程形式就可以看出，它的截面与椭球面有相同的地方，也有不同的地方。  

用垂直于Z轴的平面作截面，得到的是椭圆，用垂直于X，Y轴的平面作为截面，得到的是双曲线。 

而单叶双曲面还具有一个和椭球面本质上不同的特征，就是它属于所谓的直纹面，即可以完全通过直

线的运动构造出来的曲面。前面所讨论的柱面和锥面都是属于直纹面。 

通过方程的代数变形，可以得到两个与标准单叶双曲面方程等价的直线系方程组，分别由两个直线方

程组成，同时含有一个可以取任意实数的参数k和l，如下： 

；

 

和 

。

 

（三）双叶双曲面。 

标准方程为 

，
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其中a，b，c都大于0，由于方程只是含有各个变量的平方项，因此曲面关于各个坐标轴都是对称的。 

用垂直于X轴的平面作截面，得到的是椭圆，用垂直于Z，Y轴的平面作为截面，得到的是双曲线。 

（四）椭圆抛物面。 

标准方程为 

，

 

由于方程只是含有各个变量的平方项，因此曲面关于相应的各个坐标轴都是对称的。而p和q同号，则曲面

只存在于半空间内。 

    如果取p=q，则曲面退化为旋转抛物面。  

用垂直于Z轴的平面作截面，得到的是椭圆，用垂直于X，Y轴的平面作为截面，得到的是抛物线。 

（五）双曲抛物面。 

标准方程为 

，

 

由于方程只是含有各个变量的平方项，因此曲面关于各个坐标轴都是对称的。 

用垂直于Z轴的平面作截面，得到的是双曲线，用垂直于X，Y轴的平面作为截面，得到的是抛物线。 

双曲抛物面同样属于直纹面，通过代数变形同样可以得到等价的直线系方程组如下： 

；

 

和 

，

 

其中k和l为两个取任意实数的参数。 

以上是最为典型的二次曲面，其他的属于二次方程的曲面，在前面实际上叶已经个别讨论过，同学们

不妨自己从头归纳一下，以增加印象，梳理看起来比较繁复的知识。 

  

空间曲线方程。 

由于一般遇到的空间曲线方程都来自于满足某种条件的点的运动轨迹，因此描述这种曲线，最好是应

用参数方程，特别是向量分量的参数方程。 

构造这种方程的关键，首先就是在于分析清楚运动点所需要满足的条件，根据这些条件，有时候可能

还需要适当地应用一些相关知识，选择恰当的参数，就可以列出运动轨迹的方程，叶就是得到了空间运动

的曲线方程。  

而在某些情况下，根据具体情况的不同，为了更为方便而直接地列出方程，可能还需要应用其他类型

的坐标系，比方说极坐标系，球坐标系，等等，都需要根据具体问题来进行灵活选择。 
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